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Aula b - 2° bim.

v' Equacdes diferenciais;
v Revisao de C.3: Definicéo,

exemplos e classificacao;
v' Solucéo analitica;

v Interpretacéao grafica;



Equacao diferencial — Definicao

2.1 Definicio

Uma equacdo que contém as derivadas ou
diferenciais de uma ou mais variaveis dependentes, em
relacdo a uma ou mais variaveis independentes, ¢ chamada

de equacdo diferencial.




Equacao diferencial — Exemplos

(1) (e” + Isen(x)dx = (1 + cos(x))dy y(0)=0

dv xy+3x—y-3

(2) —= _
dx xy—2x+4y-8

(3) eyy’ =¥ + e
(4) (y")* +4y =0

(5) %—e“ —cos(x)=x"-x" y(0)=0¢e y(m)=0

3 2
d}+d}+d}

6
()df dx*  dx

+y=1xe




Equacao diferencial — Classificacao

Havendo uma so variavel independente, as
derivadas sdo ordinarias e a equacdo ¢ denominada
equacgdo diferencial ordinaria, exemplos (1) a (7).

Havendo duas ou mais variaveis independentes,
as derivadas sdo parcials € a equacgdo ¢ denominada
equacdo diferencial parcial, exemplo (8). Neste livro, ndo

estudaremos tais equacoes.




Equacao diferencial — Ordem

A ordem de uma equacdo diferencial ¢ a ordem

da mais alta derivada que nela aparece. As equagdes (1),
(2) e (3) sdo de primeira ordem; (4), (5) e (7) sdo de

segunda ordem e (6) ¢ de terceira ordem.



Equacao diferencial — Classificacao

O grau de uma equacido diferencial, que pode
ser escrita, considerando as derivadas como um polinomio,
¢ o grau da derivada de mais alta ordem que nela aparece.

Todas as equacoes dos exemplos acima sdo do primeiro

grau, exceto (4) que ¢ do segundo grau.




Equacao diferencial — Solucoes L J

Geral

Particular




Equacao diferencial — Tipo

Equacdes Diferenciais Ordinarias

1. Ordem

1.1 Varifiveis separiveis

1.2 Homogéneas

1.3 Exatas

1.4 Nio-exatas

1.5 Lineares

1.6 Envolvendo sistemas

2", Ordem

L1 y" = f(x)

2.2 y" = f(x, ¥7)

L3 y" =1y}

24y =1y, ¥")




3.1 Coeflicientes constantes (A, A, —. A, Al

3.1.1 B(x) = 0 {equacio homogénea)

Ordem n d.1.1.1 Raizes reais

Ay + ™+ Ay + ey = BUT)) 3.1.1.2 Raizes repetidas

3.1.1.3 Raizes complexas

3.1.2 B(x) = f{x)

3.1.2.1 B(x) = polindémio

3.1.2.2 B(x) = &**

3.1.2.3 B(x) = sen(kx) ou cos{kx)

J.1.2.4 Todos os casos juntos

3.2 Coeficientes ndo - constantes

3.2.1 Séries de poténcias




E. D. — Exemplo Resolvido

d y
Encontrar a solugdo geral da EDO: Zyi =—4x

d 7 afy
A EDO pode ser reescrita como: E(J}' )E =—4x

ou pela regra da cadeia: di[yzlz—élx
X

Assim a solugdo geral é dada implicitamente por:

)2 = j (<4x)dx = —2x> +C

As solugdes sdo elipses (ver fig. 1) que sdo curvas de nivel da fungdo

z=F(x,y)= },2 +2x°




E. D. — Exemplo Resolvido ] '

a) Encontre a solugdo do PVI

dy  2x-1
dx 3y*-3
p(1)=0




E.D. - Exemplo Resolvido /

(a) Podemos reescrever a equagio como

3y —3)y' =2x -1
Integrando-se em relagdo a x ambos os membros obtemos
/(3}/2 -3) dx = /(2.\' —1)dx + C.

Fazendo a substituigdo y'dx = dy obtemos
/(33,3 _3)dy = /(2.\- —1)dx +C.

Assim a solugdo geral é dada implicitamente por
3 2 .
y —=3y=x"—x+4C

Para encontrar a solucdo que satisfaz a condicdo inicial y(1) = 0 substituimos
x = ley = 0nasolucdo geral obtendo C = 0. Assim a solucido do problema
de valor inicial ¢ dada implicitamente por

¥ -3y—-x+x=0




E. D. — Interpretacao Grafica

Campo de Vetores

Retrato de fases

O -



E. D. O.: Aplicacéo I-I

O modelo mais simples de cre: nt e
aquele em que se supoe que a taxa de crescimento de
uma populagao — % & proporcional a populacio presente
naquele instante y(t).

dy _

o
y(0) =

onde k£ é uma constante positiva.




E. D. O.: Aplicacdo I-I

Essa equacao é separdvel e pode ser resolvida obtendo a
solucao:

y(t) = yoe™.

Exemplo: Em uma cultura, ha inicialmente NV, bactérias.
Uma hora depois, £ = 1, o niimero de bactérias passa a
ser (3/2)N,. Se a taxa de crescimento é proporcional ao
numero de bactérias presentes, determine o tempo
necessario para que o nimero de bactérias triplique.




E. D. O.: Aplicacéo I-I

4. Lei de Resfriamento de Newton

A lei de resfriamento de Newton diz que a taxa de
variagao da temperatura 7'(¢) de um corpo em
resfriamento é proporcional a diferenca entre a
temperatura atual do corpo T'(t) e a temperatura

constante do meio ambiente 7;,, ou seja, a temperatura
do corpo, T'(t) é a solugao do problema de valor inicial

dTl’
'E - _k(T — Tm) _
T(O) =1,




Método Numeérico Por QuUé? }

A razao mais forte de introduzirmos métodos numéricos para aproximar solugoes de pro-
blemas de valor inicial (PVI) é a dificuldade de se encontrar, analiticamente, as solugdes da
equagdo. Em muitos casos, a teoria nos garante existéncia ¢ unicidade de solu¢iao, mas nao

sabemos qual € a expressdo analitica desta solugéo.

Os métodos que estudaremos aqui se baseiam em:

y' = f(x,y)
Y(xo) = Yo

construimos X,, X,, ..., X, que, embora nao necessariamente, para nos serdo igualmente
espacados, ou seja: X;,, - X;=h,i=0, 1, ..., e calculamos as aproximagoes y; = y(x;) nestes

dado o PVI:

pontos, usando informagdes anteriores.



Métodos numéricos: “ [

Problomas 48 VRIOr INICERL .. ovivaninniie wininie etinmevmiem wiva i
8.2.1 Métodos de Passo Um (ou Passo Simples) . ............
822 Métodosde Passo MAMIDIO ....cccnsncninssssnnscone
8.2.3 M¢étodos de Previsao-Corregao ...........oovvvnnunn,
Equagies 08 Or0em SUPCTMIT . .o« csie0s s aiow wisis siasiorsiwasis oe:eess
Problemas de Valor de Contorno — O Método das Diferencas Finitas .




Método de Passo Um ‘r ]\

METODO DE EULER

Um método numérico que podemos aplicar a solugdao aproximada de um PVI: y' = f(x, y),
y(x,) = Yo € 0 método de Euler, o qual consiste em: como conhecemos x; € Y, = y(Xy),

entao sabemos calcular y‘(x,) = f(x,, y,). Assim, a reta que passa por (x,, y,) com coeficien-
te angular y'(x,), ry(x) € conhecida:

1o(x) = y(xg) + (x = xp)y'(xg)
Escolhido h = x; ., — X, y(X;) =~ y; = ro(x;) = y5 + hy'(x,), ou seja,
¥1 = Yo + hf(xg, yp)-

O raciocinio € repetido com (x,, y,) € y, = y, + hf(x,, y;) ¢ assim, sucessi-
vamente, 0 método de Euler nos fornece Yea1r ™ i *+ hf(xk, yk), EuQ 1.2 °



Método de Euler

Atencao: Este € um método de série de Taylor de ordem 1

GRAFICAMENTE X

Proximo Ponto:

:"'In+l = }'rn ¥ hy'n

Y& )
i hl

E‘[Enﬂ} = 2

Tamanho do Passo - h:

M. hkt]
k+1 Chk+!

k+1)!

le(x )| = madx le(x)| =

xe |
.



Método de Taylor Lf ]J

Para aplicar o método de Taylor de ordem k:

” (k)
Yoe1 = Yo + Yab + 2—n!h2 + ... + —l':!—b" temos de calcular y”, y?’, ...,y
Agora,
y’(x) = f(x, y(x)). Entdo

y"(x) = f(x, y(x)) + f(x, y(x))y'(x) = f; + f,f em uma notacdo simplificada.
Assim, por exemplo, 0 método de série de Taylor de 2° ordem €

h2
Yor1 = Yo + GG ¥) + 5 (6%, ¥o) + £(%g ¥p) fxp yp)h 0=0,1,...



Série de Taylor & Maclaurin (a = 0) l '

1= 1 (a) + £ () ')+f“("*'-)(x;) *f'"(”)(r;) ’
_Zfin) (x- ”)n
e :é_r:1+x+2r+3!+4t+
51]:11::H(—1) (2k+1)|:r_3!+"5'_7'+
COS X = 5 (_l)k il :1_x2+x4 x6+




Exemplo: Método de Euler L J

Resolver o PVI abaixo, usando 4 casa decimais para aproximar y(O?,TO4)r
com € <0,0005

{y’=y
y(0) =1




5 Até a
proxima aula




