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SISTEMAS LINEARES

O que éum S.L.?

Um sistema de equacoes lineares ou simplesmente sistema linear

€ um conjunto de equacgoes lineares, ou seja, € um conjunto de

equacgoes da forma
i

111 T d12T9 1T S + AqpTn, = f]l
121.1 T ({do9X9 T S +  AopT, = f]g
Am1ly + fpalz T e T AppTn = hm

em que a;; e b, sao constantes reais, parai, k= 1,..., me j =




SISTEMAS LINEARES

Ax =b
(a2 ag) (X, &R
8y By ... Ay, X, b,
Y - 3 . ' X = . B = .
a coe .
\aml m2 mn | kxﬂl \bm)

¢ a matriz dos coeficientes, ¢ o vetor das varidveis ¢ o vetor constante.



Sistemas Lineares ”'

Seja Ax = b um sistema linear. Aplicando sobre as equagdes deste sistema uma seqiiéncia
de operagOes elementares escolhidas entre:

i) trocar duas equagoes,
ii) ~ multiplicar uma equagdo por uma constante nao nula;
iii) adicionar um multiplo de uma equacgao a uma outra equacao;

obtemos um novo sistema Ax = b ¢ os sistemas Ax = b e Ax= b sdo equivalentes.




(SL): Métodos de Cramer

« Usa os determinantes

DEt(AXi) P _ 123
X; = Det(A) arai=1{1,2,3,...}
o DEt(AKi} - -Daterminandﬂ-—} Admite uma Unica solugao
bli a2 --- Qin Possivel |-
bﬂi 22 - 2n @_ Indeterminado[——> Admite infinitas solugdes
bni np2 -+ QApn possie —> Ndo admite solugdes




(SLT) Sist. Lineares Triangulares

Seja o sistema linear Ax = b, onde A: matriz n x n, triangular superior, com elementos da
diagonal diferentes de zero. Escrevendo as equagdes deste sistema, temos:

a,,X; + A%y + AyaXy + ...+ 3 X = b1
8yyXy + ByaXqy + ... +aann-b2
833Xy + ...+ 23 X -b3

%, - b,




(SLT) Sist. Lineares Triangulares

Da dltima equacgdio, temos

e
alll'l
X, pode entdo ser obtido da peniltima equagdo:
x . bn-l —an-l.nxn
e A —1n-1

e assim sucessivamente obtém-se X, ..., X, ¢ finalmente x,:

by —apx; - A%y - ... Ak
o i 4




(SLT) Sist. Lineares Triangqulares ] '

Exemplo: Resolva os sistemas, use 0 passo-a-passo do SLT:

¥1 = 1
1/3y; + ¥ - 2
4/3y, + y, + y3 =3

I 3, + 2%, +  4xy =1
1/3x2 + 2/3x3 = 5/3




(MEG) Método Eliminacao de Gauss \f

Considerando que det(A) = 0, é sempre possivel reescrever o sistema linear de
forma que o elemento da posigdo a,, seja diferente de zero, usando apenas a operagao
elementar (i):

0 0 0 0
( a(1 1) aﬁ 2) ...... as n) bs) )
0) ,(0) (0) (0)
a(21 sy e as b2
Seja AQ | b@D =A|b=
0 0 0 0
; agl) agz) ...... a0 bg) |

onde asjo) - a. bf(’) =b, e al} = 0.

l,



(SL) Eliminacao de Gauss

Etapa 1

A eliminagao da varidvel x, das equagdes i = 2, ..., n € feita da seguinte forma: da equagéao
i subtraimos a 1* equagao multiplicada por m;,. Observamos que para que esta eliminagao
afd)
1

seja efetuada, a Gnica escolha possivel € m;; = ;0) i SRR, 7
a
1
f
Os elementos m;; = —@ » 1= 2, ..., n sao os multiplicadores ¢ o elemento
a1

a{)) é denominado pivé da 1* etapa.



(SL) Eliminacao de Gauss

Etapa 1
Ao final desta etapa teremos a matriz:
i asll) a(llf ...... asln) bsl) \ ag}) = aﬁ?) paraj =1, ..., n
0 & oo all) b | b)) = b®
' ' ' ; R T,
All) | bl = > ; X ; a§j1) = a%)) - mila(g) g P il

bi) = b0 - m b  i=2,.,n

i w2l () bl




(SL) Eliminacao de Gauss
Etapa 2

Deve-se ter pelo menos um elemento ag) # 0, parai=2,., n, caso contrdrio, det( A'") = 0,
0 que implica que det(A) = 0; mas det(A) # 0, por hipétese.

Entdio, é sempre possivel reescrever a matriz A", sem alterar a posi¢do da linha 1,
de forma que o pivé, a‘2'2’. seja ndo nulo.

(1)
a.
i2 :
Os multiplicadores desta etapa serdo os elementos m;; = —j parai=3,.., n.

257

A varidvel x, ¢ eliminada das equagdes i = 3,..., n da seguinte forma: da equagdo
i subtrafmos a segunda equagdo multiplicada por m,



(SL) Eliminacao de Gauss [

Etapa 2
Ao final, teremos a matriz A® | b@:
2 2 )
R . @ | o
(2) = a(l) | = j = 3. 1
3 a%’ a%) 2) b52) ay aj;’ para i l,2e) =% ¥+ L .in
o WE e ’
b{®) = bl i=1,2
A  p@ =] 0 0 o ...... al?) b{?) : e
a§j2’ = agj" - m,, ;’parai=3 ..... nej=2,..,0n
b{?) = b{!) — m,b" parai=3,.,n
2 2 2
¥ *loed W I




(SL) Eliminacao de Gauss

Etapa (n-1)
(a1~ ey a3t e | s
0 $B-D BV ... a1 bip-1)
A@-1 | po-1) o | O 0 ARV ap-1) b -1)
0 0 B Seuans alfl - L) bg"" 1) )

e o sistema linear A®Vx = b(®™1) ¢ triangular superior e equivalente ao sistema linear °

original.



(SL) Eliminacéo de Gauss L_J

Exemplo: Resolva o sistema, use o passo-a-passo do MEG:

th + 2X, + 4x; = 1

X, + X, + 2x, = 2

‘4:-;‘ + SS:u:1 + 2:-1_11 -3




(SL) Fatoracao LU

Dados o sistema linear Ax = b ¢ a fatoracdo LU da matriz A, temos:
Ax=be (LU)x=b

Seja y = Ux. A solugido do sistema linear pode ser obtida da resolugdo dos sis-
temas lineares triangulares:

i) Ly=b
i) Ux=y

Verifiquemos teoricamente que o vetor y € o vetor constante do lado direito obtido
ao final do processo da Eliminaciao de Gauss.



(SL) Fatoracdo LU “ [‘-

1 0 o) () af )
A-|my 1 0 0 a) ad [=LU

m; Wy 1)\ 0 0 ag?)




(SL) Fatoracao LU L, ’

Exemplo: Resolva o sistema, use o passo-a-passo da F. LU

th + 2X, + 4x; = 1

X, + X, + 2x, = 2

‘4:-;‘ + SS:u:1 + 2:-1_11 -3
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