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Caso 6: 5 tg™ u sec” u du ou 5 cotg™ u cosec™ u du, onde m é um inteiro par

positivo e n € um inteiro impar positivo.
O integrando pode ser expresso em termos de poténcias impares de secante
ou co-secante. Por exemplo,

ftgz xsec® x dx = f(secz x — 1) sec? x dx
= fsec-" xdx — fscc3 x dx

Para calcular cada uma dessas integrais usamos integragio por partes, confor-
me foi indicado no Caso 3.

EXERCICIOS 9.3

1. _ftg2 Sx dx

4. J‘e" tg?(e”) dx

7. J':gﬁ 3x dx

10. fcosec" x dx

13. fe" tg¥(e”) dx

Nos Exercicios de 1 a 30, calcule a integral indefinida. Nos Exercicios de 31 a 36, calcule a integral definida.
B f cotg? 41 dt 3 f x cotg? 2x? dx 31 ;’1‘: tg? 4x dx 32, J;’;fzt sec* 2t dt
3 4 x /3 g3
5. fcotg t dt 6. ftg x dx 33. J‘A"‘*M s di 34, J g;c dx
™ sec
8. fcotgs 2x dx 9. fscc‘ x dx 3 J‘"f? cos* t s 36 -’-(:./4 ot wsd
11. fcosec3 x dx 12. fsec*" x dx nja SE0° £ "
sec(In x) 37. Ache a drea da regido limitada pela curva y = tg? x, pelo
I, | ==o—x eixo x e pela reta x = 4.
; 38. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido limi-
16. fﬁgs x sec® x dx tada pela curva y = 3 cosec? x, pelo eixo x e pelas retas

15. ftgﬁ x sec* x dx
17. jcotgz 3x cosec* 3x dx

19. f(tg 2x + cotg 2x)? dx 20.

. |

cos? w

2senw — 1

23, f tg’ 3x dx

25.

27.

29.

r du

" sec® x
tg* x

J 1+ seciu

dx

[ 13 6
tg (In x) sec®In x) de 30

X

X = gmex = 4 em torno do eixo x.

18. J‘(SCC 5x + cosec 5x)? dx 39, Ache o volume do sélido gerado pela rotagio da regido limi-

r dx ~ tada pela curva y = sec? x, pelos eixos ¢ pela reta x = -1—7‘1
- em torno do eixo x.
J L +cosx i
J 2 [ tgl J; 40. Prove: S cotg x cosec” x dx = RN B, g C,sen = 0.
w . T dx n
J - X
n =1
24 "tg‘ydy 41.Prove:5tg”xdx=tg-—1x— gtg”‘zxdx,se
o 3 n -
sec’ b i . >
L y n for um inteiro positivo maior do que 1.
26, | cosec’ x. o i
- cotg? x X d2. Deduza uma formula similar aquela do Exercicio 40
- " sen? nx para Stgxsec”xdx, sen # 0.
. —_—ax .. N , s
J cos® nx 43. Deduza uma férmula similar aquela do Exercicio 41
[ sec* w i para E cotg” x dx, se n for um inteiro positivo maior do
JAtgw que 1.

9.4

INTEGRACAO POR
SUBSTITUICAO
TRIGONOMETRICA

Se o integrando contiver expressdes do tipo Jaz — u?, \/az + u?, ou \/uz - a3,
onde @ > 0, em geral é possivel efetuar a integragdo através de uma substitui-
¢do trigonométrica que levard a uma integral envolvendo fun¢des trigonométri-
cas. Vamos considerar cada forma como um caso separado.

Caso 1: O integrando contém uma expressdo da forma /a®> — u?, onde a > 0.
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Técnicas de Integragao

Vamos introduzir uma nova varidvel 8 tomando ¥ = « sen 8, onde

00K +r seu20 e —37<0<0 seu<0

Entdo du = acos 8 do, e
Jar =2 = Ja — a%sen? 6
= Ja*(1 — sen?§)
= a~jcos? 0
Como —-47 < 6 < +m, cos @ > 0. Entdo y/cos? 8 = cos 6, e

Ja* —u* =acos b

Comosen 8 = u/ae —3n < 0 < 37,

u
f =sen-!—
a

EXEMPLO 1 Calcule

Jd9—x2

— dx

X-

~
Solugao Sejax = 3senf,onde0 < 8 € tmwsex>0e —5n <0 <Ose
x < 0. Entdo dx = 3 cos 8 dO e

V9 — x2 =./9 — 9sen?d

= 3./cos® 0
=3c¢os b
Logo,
[ /9 — x? 3cos B
J —xz—d.x = | Seen? 6 (3 cos 8.dB)
= fcotgz 6 do

= f(cosecz 6 - 1)dé
=—cotgd — 68 + C

Comosen @ = txe —3m < 6 < 47, 6 = sen~! 4x. Para encontrar cotg 6,
consulte as Figuras 1 (para x > 0) e 2 (para x- < 0). Observe que em ambos
os casos cotg 8 = /9 — x2/x. Logo,

j - -
x? X

x
—sen‘1§+C

Caso 2: O integrando contém uma expressdo da forma +/a? + u?, onde a > 0.
Introduzimos uma nova varidvel 6 fazendo ¥ = a tg 8, onde .

0<O<+tm seuz0 e -5 <O8<0 seu<0
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9.4 Integracdo por Substituigdo Trigonométrica b47

Entdo du = asec? §db, e
Vet +ut=Ja® + a’ g2 6
=aJl + g2 0
= a\/sec? §
Como — 47 < 6 < 47, sec § > 1. Assim fsec2 6 = sec 6, e
Vo +ur = asec ‘

Comotg 8 = u/ae — 57 < 0 < +n,

g=tg ' -

EXEMPLO 2 Calcule
f\/xz + 5dx
Solugédo Substituimos x = \/S_tg f,onde 0 € 0 < 47 se x 2 0e
-5 <@ <0sex <0 Entdodx = V5sec20 df e
Ix2+5=51g6+5

= /5\/sec? 6

Ssec@
Logo,
f\fxz +5dx = f\/g sec O(+/5 sec? 6 df)
=5 fsec3 0 de

Usando o resultado do Exemplo 4 da Seccdo 9.3, temos
f\/xl +5de=3secOtg® + $Injsecd + tgf| + C

Determinamos sec 8 das Figuras 3 (para x > 0) e 4 (para x < 0), onde
tg & = x/V5. Em ambos os casos vemos que sec 8 = /xZ + 5/V5. Logo,

5 x2+5 x 5 Ux*+5 x
S+ Sdx =2 ey (N T g K
[V =5 Y ﬁ R IV
=X+ 5+3Ix2+5+x—$InJ5+C
=3x/x2+ 543 In(yx*+5+x)+C,

Observe que substituimos — 3 In V5 + C pela constante arbitriria C,. Além disso,
como +/x2 + 5 + x > 0, retiramos as barras de valor absoluto.

+C

Caso 3: O integrando contém uma expressdo da forma /u? — a2, onde @ > 0.
Introduzimos uma nova varidvel fazendo ¥ = ¢ sec 8, onde

SO<3m seuza e n<0<in seu< —a
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Técnicas de Integragio

Entdo du = asecftg 8 db e

Ji? —a® = Ja? sec? § — a?

= Ja*(sec? 6 — 1)
=aJ1g? 6

Como0 < 6 <4mounm <6 <+mtghd > 0. Assim,Vig? 8 = tg @, e temos

u* — g*=atgh
Como sec @ = u/a e 6 estd em [0, +m) U (7, +m),

1

U
G =sec™’ -
a

EXEMPLO 3 Calcule

J’ dx
x3/x2 -9

Solucgéo Sejax = 3secf,onde0 < @ < tmsex>3en <6< 3mse
x < —3. Entdodx = 3secOtgb8die

IxP—9=./9sec?9 -9
=3/ 6

=3tg 0

Logo,
3secOtg 0 do

j. ,/x— 27sec0-3tgé

==2‘—7J'cos-29d9

= f(l + cos 26) 40

=40 + $sen20) + C

= (0 + senfcos 6) + C
Como sec # = +x e 0 estd em (0, +7) U (n, 37), 8 = sec”! +x. Quando
x> 3,0 < 8 <+nm, e obtemos sen 8 e cos 0 da Figura 5. Quando x < -3,

m < @ < 3nm, e obtemos sen 6 e cos 8 da Figura 6. Em ambos os casos
sen § = \/xz — 9/xecos 8 = 3/x. Logo

2
i % 'ii C
f ol 54(sec A x)+
—-scc’—+'¥ -9 +C

54 3 18x2

EXEMPLO 4 Calcule

dx
f Jxr =25
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9.4 Integracdo por Substituicdo Trigonométrica 549

S5secH,onde0 < @ < tmsex>5enm <O < }mse
S5sec 0tg 6dfe

Solugdo Seja x
x < —35. Entdo dx

JxT =25 = /25 sec? 0 — 25

= 5./tg? @

=5tg 0
Logo
J’ dx _J’Ssec@tg@d@
Jx* =25 5tg6

= fsec 0 do

=Insec @ + tg 8] + C

Para encontrar tg 8, consulte a Figura 7 (para x > 5) e a Figura 8 (para
x < —5). Em ambos os casos, sec § = t+xetg 8 = ++/x? — 25. Temos,

entido,
Ix2 .
j.__dx___=]n i_*_i___z_s..’ + C
Jx? =25 5 5
=Injx + /x> =25|-In5+C
=Injx + /x* — 25| + C,

EXEMPLO 5 Calcule

2 dx
L (6 —x2)2

Solucédo Para calcular a integral indefinida 5 dx/(6 — x?)%? fazemos a

substitui¢do x J_ sen 8. Nesse caso, podemos restringir 6 ao intervalo
0 < 6 < +m, pois estamos calculando uma integral definida para a qual x > 0,

uma vez que x esta em [1, 2]. Assim, x = \/—6—sen 6,0 <0 < tmedx =
= Jﬁ_ cos 8 dB. Além disso,

(6 — x*)*?% = (6 — 6 sen? 0)*/2
= 6./6(1 — sen? §)*2
= 6./6(cos? 6)*/2
= 6./6 cos® 0

Logo,
J' j V6 cos 6 do
(6 — 2)3" = 6JE cos> @
_1[_4d6
6 c:cos2 0
= 1 sec? 0 dO
"6

=:tgf + C
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Técnicas de Integragéo

Encontramos tg 6 da Figura 9, na qual sen § = x/V6e 0 < 0+m. Assim,
tg 8 = x/y/6 — x2, e portanto

([ dx X
J6= =o€
Logo,
(2 dx _ x :r
D 6=x T 6. f6 — %7 s

30
5245
FIGURA 9 30
EXERCICIOS 9.4
Nos Exercicios de 1 a 24, calcule a integral indefinida. 27 ‘[ Wi dx 28 (' xTdx
1 [ dx 2 ”\/4¥x2d 3 j dx | J3 Xz\v‘xz-{—g ) Jo /4 —x?
B B .| ———dx A
o XZ\/4 = X2 N xZ X\/Xz + 4 29, JT, d.\' 30. M dx
[ x2dx i dx 4 x/x?—4 it 43
4. - 5. | —(—— 6 J‘\/l — % du ‘ v
R i I R 3. [ x5 57 dx B | o —er
7 [ dx 8 [ dw 9 x? dx Ja (W —4)
) J VxT—a? ’ J wi /w2 — 7 T (ke + 4)? . 33. Use os métodos das secgdes anteriores (isto &, sem substitui-
~ A n dx a% ¢do trigonométrica) para calcular as integrais:
10. i I ... U i (P . TR 3d Sx dx
(4 + x2)32 J @x? —9)2 J x*J16 + x? @ | ——— (b j—x -
2 2
Y ‘ P sl x\f4x* — 9 o Vv3-—2x
13 |~ W | — 34. Ache a area da regido limitada pela curva y = /x2 — 9/x?,
J ittt 4+ 25 (25 — x?) ;
: “ﬁ pelo eixo x e pela reta x = 5.
15 dx 16 dx B 35. Ache o comprimento do arcodacurvay = In xentrex = 1
") ax + x2 i W ex = 3.
i i n Iy 36. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido do
v | 53 18, | ——= xercicio 34 em torno do eixo y.
17 T _ E icio 34 do ei
J (5 —4x —x%) J xJx*—4 37. Ache o volume do sélido gerado pela rotagiio da regido A di-
19, [ sec® xdx [ e ~dx reita do eixo y, limitada pela curva y = x%¥9 — x2 ¢ pelo
)@ - g2 2 20. (9™ 2 4 1)32 €ixo x, em torno do eixo x.
e %% 38. Ache o comprimento do arco da parabola y = x?de (0, 0)
7 In® wdw 2 dz a(l, 1)
J wyln?w—4 J (2% — 6z + 18)%2 39. Ache o centro de massa de uma barra com 8 cm se a den-
r et dt rJ16 — 2= sidade linear num ponto a x ¢cm do extremo esquerdo é
23. m 24. T’dx p{x) g/cm onde p(x) = «/x? + 36.

Nos Exercicios de 25 a 32, calcule a integral definida.
2 x3dx

0 16 — x?

4
2. 26 | ———s
. L (16 + x)*2

40

A densidade linear de uma barra num ponto a x m de um
extremo é /9 + x? kg/m. Ache a massa e o centro de mas-
sa da barra, sabendo que ela tem 3 m. :

dx 41. Ache o centréide da regido limitada pela curva
yx? = /x? - 9, pelo eixo x e pela reta x = 5.



