9.2 Integragdo de Poténcias de Seno e Co-Sena

te chegam a $ 2.000, ache o lucro semanal miximo que po-
dera ser obtido.
49. (a) Deduza a seguinte férmula, onde r é um mimero real

qualquer.
xr+1 +1
J‘flnxdx-—- r+1 anc'_{J"+ 1)? ek
: iinx)*+ C ser=—1
(b) Use a férmula da parte (a) para calcular | x? In x dx.

50. (a) Deduza a seguinte férmula, onde r e g sdo niimeros reais

quaisquer:
3 rtl } q
: EL“"‘] - _‘: : jx'(ln XP1dxser # —1
r
J.x’{ln xPdx =< "
(In x)e+!
- + Cser=—1 ¢ g#—1
g+ 1

(b) Use a férmula deduzida em (a) para calcular
fx**nn X)? dx

51. {(a) Mostre que se m > 2 e m for inteiro,

m=2
+ Js%”_zxdx
m-— 1

secm - ixtgx
m—1

fsec'"xa‘x=

(b) Use a férmula da parte (a) para calcular S sect x dx.
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52. (a) Deduza a seguinte férmula, onde r é qualquer nimero
real:

J‘x’e" dx = x"e* —r J‘x" le* dx

(b) Use a formula derivada em (a) para encontrar
f x*e* dx.

53.. Deduza a férmula (3).

54. Deduza a férmula (4).

Os Exercicios de 55 a 57 referem-se @ Seccd@o Suplementar 7.8.

55. Um circuito .elétrico tem uma for¢a eletromotriz de
10 sen t0 ¢ volts em ¢ s e um resistor de 3 ohms, além de um
indutor de 1 henry ligado em série. Se a corrente for i ampe-
resem¢sei = 0, quando f = 0, encontre (a) / quando
t = 0,1e(b)iquandot? = 3.

56. Um circuito elétrico tem uma for¢a eletromotriz de
100 sen 200 ¢ volts em { s € um resistor de 10 ohms, além de um
indutor de 0,1 henry ligado em série. (a) Se a corrente for
iampéresem tsei = 0 quando ¢ = 0, expresse i como uma
fungdo de ¢. (b) D& um valor aproximado de i para valores
maiores de ¢ em termos de fungdes seno e co-seno.

57. Faga o Exercicio 56 se o circuito elétrico tiver uma forga ele-
tromotriz de 120 sen 1207 f volts e um resistor de 100 ohms;
as demais condi¢des sdo as mesmas.

9.2 INTEGRACAO DE
POTENCIAS DE

SENO E CO-SENO

» ILUSTRAGAO 1

Vamos considerar quatro casos de integrais indefinidas envolvendo poténcias
de seno e co-seno, conforme as poténcias sejam pares ou impares.

Caso 1: 5 sen” u du ou S cos” u du, onde n é um inteiro impar.

fcos’ xdx = fcosz x{(cos x dx)

= f(l — sen? x)(cos x dx)

= fcos x dx — fsen?- x cos x dx (1)

Para a segunda integral do lado direito de (1) observe que sendo d(sen x) =

= cos x dx, temos

E sen? x(cos x dx) = + sen’ x + C,

Como a primeira integral do lado direito de (1) € sen x + C,,

Scos’xdx=senx—-§—sen3x+c <
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EXEMPLO 1 Calcule
g sen’® x dx
Solugdo

S sen® x dx = | (sen® x)? sen x dx

(1 — 2 cos® x + cos* x) sen x dx

J
g (1 — cos? x)? sen x dx
J
E

sen x dx — 2 Scoszxsenxdx + scos‘xsenxdx

—cos x + 2 E cos? x(—sen x dx) — 5(:05" x(—sen x dx)

—cos x + +cos’x = +cos*x + C

Caso 2: 5 sen” x cos™ x dx, onde pelo menos um dos expoentes é impar.

A solugao desse caso é semelhante 4 do Caso 1.

> ILUSTRAGAO 2
S sen® x cos® x dx = | sen? x cos* x(sen x dx)

(I — cos? x) cos* x(sen x dx)

I

cos* x sen x dx — g cos® x sen x dx

-+ cos’x + L cos’x + C 4

Caso 3: 5 sen” u du e E cos" w du, onde n é um inteiro par.

O método usado no Caso 1 e no Caso 2 ndo funciona neste caso. Usaremos
as seguintes identidades trigonométricas:

1 — cos 2x 4 1 + cos 2x
senzxz—-z——— cos x=-—-—-—§—

» ILUSTRACAO 3

fsenzxdx=Jl;zoizidx

=ix—isen2x + C |

Caso 4: S sen” x cos™ x dx, ambos m e n sdo pares.

A solucdo deste caso é semelhante a do Caso 3.
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EXEMPLO 2 Calcule

fsenz x cos* x dx

Solucéo

jsenz x cos* x dx

B 1 —cos2x\ /1 + cos 2x zdx
- 2 2

_1 1 CEP g W s
ﬁ»BJ‘dxﬁLSJ'costdx SJCOS 2x dx Sjcos 2x dx

1 1(1+cosdx
X+ —senz2x — - —

1
8" 16 8
e a 4 1
% senZx x _sen x_lJ‘c()SZxdx+§jSan 2x cos 2x dx

dx — % J‘(l — sen? 2x) cos 2x dx

x sen2x sendx sen2x sen®2x

" 1s 6 16 T a8 €
X _l_sen3 2x sen 4x c
6T a8 @ T

EXEMPLO 3 Calcule

_rsen“ x cos® x dx

Solucdo Se usarmos a identidade sen x cos x = 4 sen 2x, teremos
l r~
fsen‘ x cos* x dx = e sen? 2x dx

1 (/1 —cos4x\?

=— ||———] d
16 | ( 2 ) &

gl ”dx L c 4xﬂ!x+l cos?dxd

=64 33 | ol i

X sen4x+l 1+c058xdx
T 64 128 64 2

__)C___M_’__X.__FM_FC
T 64 128 128 1024

_S_X_sen4x+sen8x+c
T 128 128 1024
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EXEMPLO 4 Ache o centréide da regido no primeiro quadrante, a esquerda
da reta x = 4 e limitada pela curva y = sen x, pelo eixo x e pela reta x = 2

Solugdo Vamos usar os simbolos A, M,, M,, x e y definidos na Sec¢do 6.4.
A regido e o i-ésimo elemento retangular estdo na Figura 1. anelro vamos
calcular a drea da regido.
H
A= lim ) seny Ax
lHall—=0 i=1

/2
= J; sen x dx

]uﬂ
—CO
CSXO
=1

Aplicamos a Defini¢do 6.4.2 para calcular M, ¢ M,. Para calcular M, usare-
mos integra¢do por partes com ¥ = x e dv = sen x dx.

n
M,= lim 3 4[seny]?Ax M, = lim Zy,senyIAx
llall=0 i1 llal)=0 iS
nf2 wf2
=%J.fsen2xdx =fo"xsenxdx
o
1 (™21 — cos 2x -—-——xcosx] +J‘ cos x dx
= |7 =
2L 2 x

12
= —X CO0S X + $€n x]o

= —3ncosin +senin
- [#7] -1
y s
1— (v, senv) Ny = senx Logo,
M M
0 i 5 sen ) T TY Frem _A-x
/ Y, lop x 1 é_ﬂ-'
Ay Sae: & : =T =T
Aix
FIGURA 1

Assim, o centréide estd no ponto (1, +nx).

O préximo exemplo envolve um outro tipo de integral contendo um produto
de seno e co-seno,

EXEMPLO 5 Calcule

J.sen 3x cos 2x dx
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Solugdo Vamos usar a seguinte identidade trigonométrica:

sen mx cos nx = + sen(m — n)x + + sen(m + n)x

5 sen 3x cos 2x dx

[

It

S +sen x + + sen 5x) dx

%5 senxdx+-§—§sen5xdx

Nos Exercicios de 25 a 32, calcule a integral definida.

= —+cosx — cosSx + C
EXERCICIOS 9.2
Nos Exercicios de 1 a 24, calcule a integral indefinida. 35. Se n for um inteiro positivo impar, prove que
1. fsen"‘ x cos x dx 2. fsens X cos x dx J‘“ T
0
3 J‘cos3 4x sen 4x dx 4. J'cosﬁ +x sen §x dx
5. ‘f sen® x dx 6. fsenz 3x dx
Nos Exercicios de 36 a 38, m e n sdo inteiros positivos; mostre
7. I sen? z dz 8 fcos’ x dx que a formulg dada é verdadeira.
21 3 3 0 se n
9. fl:os 1x dx 10. fsen x cos® x dx 36. J‘_l | cos nmx cos max dx = {l o : f "
11. fsenz x cos® x dx 12. fcos" x dx
1
37 J' cos nnxsen mnrx dx = 0
13, fsen5 x cos? x dx 14. J'senz 2¢ cos* 2t dt -t
0 sem#n
15. J‘scnz 3t cos? 3t dt 16. J‘\/cos z sen® z dz 3s. fl sen nzx sen max dx = { *
-1 Ll sem=n
cos? 3x i1 s ; g ge
17. — dx 18. J'sen <y cos® 5y dy 39. Ache a drea da regido limitada pela curva y = sen? x e pelo
{/sen 3x eixoxdex = 0ax = 7.
19. j' ool tos e dk 20. J' sen 2x cos 4x dx 40. Ache o volume do sélido gerado pela rotagdo de um arco da
_ sendide em torno do eixo x.
T 21, fst‘u 3y cos Sy dy 22. fcns tcos 3t dt 41. Ache o velume do sélido gerado pela rotagdo da regido do
\ Exercicio 39 em torno do eixo x.
23. ,f (sen 37 — sen 20)% dt 2. f sen x sen 3x sen 5x dx 43 A regido no primeiro quadrante limitada pela curva y = cos x

epelasretas y = lex = Tﬂ gira em torno do eixo x. Ache
o volume do sélido gerado.

ni2 1

25. J; cos® x dx 26. fo sen’ 37t dt "43. Ache o volume do sélido gerado pela rotacio da regido do
Lo a3 3 Exercicic 39 em torno da reta y = 1.

& J‘o sen’ 3 &x dx e fo Ven ¢ coat et 44. A regido limitada pelo eixo y e pelas curvas ¥y = sen x ¢

29, J" sen? ¢ cos? i di 30. J'“"' sen 2x cos 4x dx y = cos x para 0 € x < 4 gira em torno do eixo x. Ache
im ?uz o volume do sélido de revolugido gerado.

31 j; sen 3x cos 5x dx 32 J; sen +x cos? +xdx  45. Ache o centréide da regido de x = 1 a x = 4+ limitada

33. Calcule | 2 sen x cos x dx por trés métodos: (a) fazendo

pela curva y = cos x e pelo eixo x.

46. Ache o centréide da regido descrita no Exercicio 44,

a substituigdo ¥ = sen x; (b) fazendo a substituicdo # = cosx;  47. Prove

(c) usando a identidade de 2 sen x cos x = sen 2x. Explique
a aparéncia diferente das respostas obtidas em (a), (b) e (¢).
34, Se n for um inteiro positivo qualquer, prove que

T
2 wifiile
J'O sen nx dx = o n

1 _ n—1 -
_[sen” udu= ——sen" 'ucosu+ - sen"" 2 u du
n

se n for um inteiro positivo maior que 1.



