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Integragdo e a Integral Definida

5.5 A INTEGRAL
DEFINIDA

Na Seccéo 5.4, a medida da 4rea de uma regido foi definida como sendo o se-
guinte limite: _
n
lim Y f(c)Ax ()
n++owi=1
Para chegarmos a essa definigdo, dividimos o intervalo fechado [a, b] em sub-
intervalos de igual comprimento e entdo tomamos ¢; como sendo o ponto do
i-ésimo subintervalo no qual f tem um valor minimo absoluto. Também res-
tringimos os valores funcionais a serem ndo-negativos em [a, b] e além disso
exigimos que f fosse continua em [a, b].

O limite em (1) é um caso particular de um novo tipo de processo de limite
que nos leva a definicédo de integral definida. Vamos discutir agora esse ‘‘novo
tipo de limite”’.

Seja fa fungdo definida no intervalo fechado [a, b]. Vamos dividir esse inter-
valo em n subintervalos, escolhendo qualquer dos (n — 1) pontos intermedié-
rios entre a e b. Sejam x, = aex, = bex,, X, ..., X, _, 05 pontos interme-
didrios, de tal forma que

Xg <Xy <Xyp<...<X,_1 <X
¢ 1 2 n—1 n

Os pontos Xy, X;, X3, ..., X, _ 1, X, D40 sd0 necessariamente eqiiidistantes. Seja
A,x o comprimento do primeiro subintervalo, de tal forma que A, x = x, — x,;
seja A,x o comprimento do segundo subintervalo tal que A,x = x, — X;; e assim
por diante, de forma que o comprimento do i-ésimo subintervalo seja A.x, e

Ax =X —x;—4

Um conjunto de todos esses subintervalos do intervalo [a, b] é chamado uma
particdo do intervalo [a, b]. Seja A tal parti¢cio. A Figura 1 ilustra essa particio
A de [a, b].

s | 1 i I ] Lz

a=1zx, x, o T x x,=b

FIGURA 1

A parti¢do A contém # subintervalos. Um deles é o maior; pode existir mais
de um desses subintervalos. O comprimento do maior subintervalo da parti¢do
A, chamado norma da partigcdo, ¢ denotado por |A].

Vamos escolher um ponto em cada subintervalo da parti¢do A: seja &, o
ponto escolhido em [x,, x,] de tal forma que x, € &, < x,. Tomemos &, como
o ponto escolhido em [x,, x], de tal forma que x;, < &, < x; e assim por dian-
te, de forma que §; seja o ponto escolhido em [x;_,, x] € x;_, € & < x.
Formamos, entdo, a soma

JEDA X+ f(E)Ax + ...+ f(E)AX + ...+ f(E) Ax
ou

3 18 A

Tal soma ¢é denominada soma de Riemann, assim chamada pelo matematico
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866).

» ILUSTRACAO 1 Suponha que f(x) = 10 — x?, com + < x < 3. Vamos
achar a soma de Riemann para a fungao f em [, 3] para a parti¢io A:
XY= 5HX =Lx=14x%=1x=2Lx=3e§ =41,§ =14,
& = l%seﬁ =2, & ;2%-

n—1
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A Figura 2 mostra um esbogo do grafico de fem [, 3] € os cinco retangulos
cujas dreas sdo os termos da soma de Riemann.

s
Z:l J@E) Apx = f(&1) Ayx + f(82) Apx + f(€3) Asx + f(E4) Aux + f(E5) Asx

=/A1 =D+ AL - D+ D03 — 1D + fQ2% — 1) + fCHG - 2)
= (99Q) + GHE) + 61D@) + OF) + 2753
= 183
A norma de A ¢ o comprimento do maior subintervalo. Logo |A| = 2. €
Como os valores funcionais f(x) ndo estao restritos aos valores ndo-negati- -
vos, alguns dos f(£,) podem ser negativos. Em tal caso, a interpretagdo geo-
métrica da soma de Riemann é a soma das medidas das 4reas dos retdngulos

que estdo acima do eixo x com os negativos das medidas das dreas dos retangu-
los que estdo abaixo do eixo x. Essa situacdo estd ilustrada na Figura 3. Aqui

10

pois f(&,), f(&a), f(&s), f(&s), f(&) € f(€,0) s@0 mimeros negativos.

Y

/ \ v= f(x)r
v o
/ N 4 ]
| ! Agl A, 30
glal 14 \ £, A i 5y T
Qa : : : \ f} IJ[ x:i fs I ? : fa f: b -
Xoby B £y O]X% AN\_%‘ .As jl/ €8 X, E?/x-: A\ | : AlO\Iw
¥
Nt

FIGURA 3
Seja f uma funcdo cujo dominio inclui o intervalo fechado [a, b]. Suponha que
L S@) Ax =~ L

desejarmos para todas as particGes A que tenham normas suficientemente pe-
quenas, ¢ para qualquer &, no intervalo fechado [x;, _ |, x], i = 1, 2, ...,.n.
Neste caso, f é chamada de integrdvel em [a, b].

exista um nimero L tal que possa ser tao pequeno quanto

Seja fuma fungdo cujo dominio inclui o intervalo fechado [a, b]. Entdo, fserd
integrdavel em [a, b} se existir um nimero L satisfazendo a seguinte condi¢ido:
para todo ¢ > 0, existe um § > 0 tal que toda particdo A para a qual |A]
< 6, com &, no intervalo fechado [x;_ , x],i = 1, 2, ..., n, temos

E JE)Ax — Li< e (2)

Nessas condigdes, escrevemos

m ¥ fE) Ax =L 3

li
1a)=0i=1
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Essa definigdo estabelece que, para uma dada fungdo f definida no intervalo
fechado [a, b], podemos tornar os valores das somas de Riemann tdo préximos
de L quanto desejarmos, tomando as normas |A{| de todas as partigdes A de
[a, b] suficientemente pequenas para todas as escolhas possiveis dos mimeros
g, paraosquaisx;_, < § < x,i=1,2,..,n

O processo de limite dado por (3) é diferente daquele que foi discutido no
Capitulo 2. Na Defini¢do 5.5.1, o nimero L em (3) existe se para todo e > 0
existir um & > 0 tal que para toda partigdo A com |A| < & e para todo §;
no intervalo fechado [x;_ |, x}], i = 1, 2, ..., n, entdo a desigualdade (2) serd
vélida.

Na Defini¢do 2.1.1 tinhamos

lim f(x) = L ' 4)

X—=a

se para todo ¢ > 0 existir um 6 > 0 tal que
se 0 < |x — a| < Sentdo [f(x) - L] < e

No processo de limite (3) para um dado § > 0, existe uma infinidade de parti-
¢bes A comnorma |A| < 8. Isto é andlogo ao fato de que no processo de limi-
te (4), para um dado 8 > 0, existe uma infinidade de valores de x para os quais
0 < |x — al < &. Mas, no processo de limite (3), para cada parti¢do A existe
uma infinidade de escolhas de &, E nesse aspecto que os dois processos de li-
mite diferem.

O Teorema 2.1.2, provado na Sec¢do Suplementar 2.9, estabelece que se o
numero L no processo de limite (4) existir, entdo serd unico. De modo similar,
podemos mostrar que se existir um nimero L satisfazendo a Defini¢do 5.5.1,
entdo ele serd unico. Agora podemos definir a integral definida.

Se f for uma funcéo definida no intervalo fechado [a, &}, entdo a integral defi-
nida de f de a até b, denotada por .[b f(x) dx, sera dada por

[(f@dx = lim 3 fe) Ax ()

se o limite existir.

Note que a afirmagdo ‘“‘a fungdo f € integrdvel no intervalo fechado [a, b)"’
¢ sindénima da afirmag¢io ‘‘a integral definida de f de a até b existe”.

Na notac¢do de integral definida r J(x) dx, f(x) é chamada de integrando, a
de limite inferior ¢ & de limite superior. O simbolo 5 é chamado de sinal de

de integragfio. O sinal de integragdo lembra um S maiisculo, o que é apropriado,
pois a integral definida é o limite de uma soma. O simbolo é 0 mesmo que foi
usado para indicar a operacdo de antidiferencia¢do. A razido para o emprego
do mesmo simbolo encontra-se no Teorema 5.8.2, chamado de segundo teore-
ma fundamental do Cdlculo, que possibilita calcular a integral definida através
da determinagéo de uma antiderivada (também chamada de integral indefinida).

A seguinte questfio surge agora: sob que condicdes existe um mimero L satis-
fazendo a Defini¢do 5.5.2, ou seja, sob que condi¢des uma fungio é integravel?
Uma resposta a essa questdo € dada pelo préximo teorema.

* 5.5.3 TEOREMA | Se uma f uncdo for continua no intervalo fechado [a, b], entdo ela serd integra-

vel em [a, b].
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. A demonstracdo desse teorema foge ao contexto deste livro, sendo encontra-
da em qualquer texto de Calculo Avangado. A condi¢io de que fseja continua
em [a,-b], apesar de ser suficiente para garantir a integrabilidade de fem [a, b],

ndo é necessdria a existéncia de r J(x) dx. Isto é, se f for continua em [a, b],
a
entdo o Teorema 5.5.3 ird nos assegurar de que r f(x) dx existe; contudo,

ha funges que sdo descontinuas, embora sejam integraveis em um intervalo
fechado. Tal fungdo é dada no Exemplo 2, no final desta secgdo.

No comego desta secgdo estabelecemos que o limite usado na Defini¢do 5.4.8
para definir a medida da 4drea de uma regido é um caso particular do limite usa-
do na Definicdo 5.5.2, para definir a integral definida. Na discussdo sobre area,
o intervalo [a, b] foi dividido em n subintervalos de igual comprimento. Tal
parti¢do do intervalo [, b] ¢ chamada de parti¢do regular. Se A x for o compri-
mento de cada subintervalo em uma parti¢do regular, entdo cada A;x = Ax
e a norma da particdao serd Ax. Fazendo essas substituicdes em (5), temos

[ ey ax = im 3 fi&) ax | ©

Além disso,

b—a b—a
A n ¢ n= Ax
_Assim,
lim Ax=0 e lim n= +o0

n=+ow Ax—0

A raziao de alimo n = +oéqueb > ae Ax tende a zero através de valores
X = #

positivos (pdis Ax > 0). Desses limites concluimos que X

Ax - 0 é equivalentea n— 4+

Assim, temos da expressdo em (6) e dessa afirmativa

{2 fe9dx = tim

An=++owi=

n

1 f(E) Ax (M

Deve ser lembrado que &; pode ser qualquer ponto no i-ésimo subintervalo
x 1 x}.

Comparando o limite usado na Defini¢do 5.4.8, que da a medida da 4rea de
uma regido, com o limite do segundo membro de (7), temos no primeiro caso

lim Y f(c) Ax @®)

A=+ i=1

onde f(c) € o valor funcional minimo absoluto em [x; _ ,, x;]. No segundo ca-
o, temos

lim 3 f(¢)Ax ' | ©)

n=++mi=1

onde &; é qualquer nimero em [x; _ ,, x;].
Como a fungdo f é continua em [a, b], pelo Teorema 5.5.3, Sb Jlx) dx existe;

logo, essa integral definida é o limite de todas as somas de Riemann de f em
[a, b], inclusive aquelas que aparecem em (8) e (9). Por causa disso, vamos re-
definir a drea de uma regido de uma forma mais geral.
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5.5.4 DEFINICAO | Seja f uma funcdo continua em [a, b] e f(x) > O para todo x em [a, b]. Seja
R a regido limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x € pelas retas x = @ €
x = b. Entdo, a medida 4 da drea da regido R € dada por

. . A= lim Y fEE)Ax
y=a ﬂy=ﬂx} llax]| -0 ‘.=1
o4 = 5" f0) dx
Essa defini¢do estabelece que se f(x) > 0 para todo x em [a, b], a integral
K. definida 5" J(x) dx podera ser interpretada geometricamente como a medida da
i 4rea da regido R mostrada na Figura 4.
L n b A relagdo (7) pode ser usada para encontrarmos o valor exato de uma inte-
FIGURA 4 gral definida, conforme é ilustrado no exemplo a seguir.
EXEMPLO 1 Ache o valor exato da integral definida 531 x? dx. Interprete geo-
metricamente o resultado.
Solugdo Considere uma parti¢do regular do intervalo fechado {1, 3] em n
subintervalos. Entdo Ax = 2/n.
Se escolhermos §; como o extremo direito de cada subintervalo, teremos:
2 2 (2 2 2
E,=14+-¢& =1 +2(—), &y =1 +3(—),---,C;= 1 +i(—),...,§,,=1 +n(-)
n n n n n
Como f(x) = x?,
2V
&)= (l i —)
n
_ (n+2\?
- n
Logo, usando (7) e aplicando os teoremas da Seccdo 5.4, teremos
n 2i\? 2
[Px2dx= tim ¥ ("+ ‘) £
y b n-++w i=1 n n
\_ ; 2 n :
(%9 = lim =5 Y (2% + 4ni + 417
— n=+o N i=)
b . 2 [ 3 n n ) n .3
B = lim S[(n? Y 1+4n ) i+4) i
=+ 7| =1 i=1 i=1
) 2 [ 1) dn(n+ 1)2n +1
& = lim -5 n2n+4n-n(n+ )«I— ot bkl
= n=+w N° | 2 6
- = 2T 2n(2n* 4+ 3n + 1
@l [ = lim =|n®+2n°+2n% + e )]
W, i n=+ao | 3
1%
of 1 3 °° _ 4 8n*+12n+4
= l_1m 6+-—-+ S
FIGURA & n—+ o n 3n
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= lim [6+g+§+i+i]

T, 3 n 3n?

=6+0+%+0+0
2

Vamos interpretar geometricamente o resultado. Como x2 > 0 para todo x
em [1, 3], a regido limitada pela curva y = x2?, peloeixo xepelasretasx = 1l e
x = 3 tem %> unidades quadradas de 4rea. A regido estd mostrada na Figura 5.

Na Defini¢do 5.5.2 o intervalo fechado [a, b] é dado e assim supomos que
a < b. Para considerar a integral definida de uma fung¢io f de a até b onde
a > boua = b, temos as definigdes a seguir.

Sea >___b, entdo ; 2 ¢ &

[ s = = s

se §: f{x)dx existir.

» ILUSTRAGAO2 No Exemplo 1 mostramos que r x> dx = %, Logo, da De-
finicdo 5.5.5, ]

J: xtdx = —J‘: xtdx = —% : «

Se f(a) existe, entdo

U firwax =0

» ILUSTRAGAO 3 Da definigdo 5.5.6,
Ixrax=0 «
Como afirmamos anteriormente, uma fungdo pode ser integravel em um in-

tervalo fechado, apesar de ser descontinua nele. Tal situagdo ocorre no exem-
plo a seguir.

EXEMPLO 2 Seja f a funcdo definida por

0 sex#0
f(x}—{] sex=0

Seja [a, b] qualquer intervalo para o qual a < 0 < b. Mostre que f é desconti-
nua em [a, b] e, ainda assim, integrdvel em [a, b].

Solucdo Como lim f(x) = 0, mas f(0) = 1, f¢€ descontinua em 0 e, portan-
-0 :

x X
to, dcscqntinua em [a, b].

* N. do T.: As unidades de 4rea sio unidades de comprimento ao quadrado e, por isso, sdo tam-
bém chamadas de unidades quadradas.
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Para provar que f é integrdvel em [a, b], vamos mostrar que a Definigdo 5.5.1
estd satisfeita. Consideremos as somas de Riemann

¥ 1) A

Se nenhum dos ndmeros §,, &, ..

., &, for nulo, entdo a soma de Riemann se-

rd zero. Vamos supor que §; = 0. Entdo,

S fE)Ax =1+ Ax

Em qualquer um dos casos,

DYCTE

Logo,

se ||A|| <€ entdo

<llall

3 1) dx - 0| <e

Comparando o resultado acima com a Defini¢do 5.5.1 onde § = ee L = 0,
vemos que f ¢ integrdvel em [a, 5].

Observe que a funcao fdo Exemplo 2 tem um nimero finito (somente 1) de
descontinuidades em [a, ] € | f(x) | < 1 para todo x em [a, b]. Essa funcdo
S pertence ao conjunto das fungdes que sdo integrdveis em um intervalo fecha-
do. Outras trés fungdes desse conjunto estdo nos Exercicios 36 - 38,

EXERCICIOS 5.5

Nos Exercicios de I a 9, ache a soma de Reimann para a funcdo
no intervalo, usando a particdo A dada e os valores de €, dados.
Faca um esbogo do grdfico da fungdo no intervalo dado e mos-
tre os retingulos cujas medidas de drea sdo os termos da soma
de Riemann. (Veja a Ilustracdo 1 e 2 Figura 2.)

L f(x)=x%0<x<3 parad:i xo=0,x, =4, x; =14,
X3=2,x4=3¢ =4, &E=16=15,8=24

2 fx)=x*0<x<}paralixg=0,x, =3, x,=14,
X3=2 x4=23, xs=3 {1 =%, & =1, &=13, £, =24,
fs=2i

3. f(x)=1/x, 1 € x € 3;para Ai xo = 1, x, = 1%, x, = 2§,
x;=2’§;x4=3;£]=1é;.§232,53=2%,f4=2%

4. f(x)=x3 —1<x<2paraA: xo= —1, x; = =1, x,
xa=1, xg=1% xs=2 & = -4 & =0, '53:%, Ea=
§s=lé'

5. f(x)=x*—x+1,0< x< |; para A: x, =0, x, =0,2,
x;=0,5,%,=0,7,x,=1; ¢, =0,1,¢, =0,4,§, = 0,6,
4=09

6. f(x)=1/(x+2), —1<x<3paraA: xo=—1, x, = -1
=0, x3=14, x, =1} x5=2, xg = 2¢, x7=2.’:‘: Xg = 3;
gl'—";%‘Cz:Ov{3=i’6421-§5=1%’56=2-§7=Z%-
8=

L
2
l,

T f(X)=senx, 0< x<mparaA: x,=0, x; =4n, x, =1n,
x3=§n, x4=%‘n. xs=m & =%, §=1in ‘:3=%1€,

ﬁ-‘:%ﬂvé.":%ﬂ‘ )
8. f(x) =3cosix, —n <x < mparaA: x5= —7n, x, = —in,
x2= _%ﬂ, I3=“]3'1T,X4—_'—-t_121{, Xs =T, ﬁl - _%ﬁi

&= ‘*%‘ﬂ, £3=0, &-1-=Jf7[- §5=§’f

9. f(x)=[x]+2 ~3<sx<3paradixg= —3,x, = —1,
x;=0,x3=2,x,=3 ¢, =-25¢,=-05,§,=1,
‘54:235

Nos Exercicios de 10 a 18, ache o valor exato da integral defini-
da. Use o método do Exemplo I desta seccdo.

10. _[2’ 3xdx 12. J':'fdx
13. Lz x3dx

15. J‘l‘ (x* + 4x + S)dx

11. J‘: x2dx
14 [7 (= 1

16. jo‘ (x2 + x — 6)dx
17. {7, (3 + 1)ax 18. [ x%dx

Nos Exercicios de 19 a 28, ache a drea exata da regido da seguin-
te forma: (a) expresse a medida da drea como o limite de uma
soma de Riemann com partigcies regulares, (b) expresse esse li-
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mite com a notagdo de integral definida; (c) calcule a integral
definida pelo método desta secgdo e faca uma escotha adequada
de &, Desenhe uma figura mostrando a regido.

19, Limitada pela reta y = 2x — 1, pelo eixo x e pelas retas
x=1lex =13.

20. Limitada pela reta y = 2x — 6, pelo eixo x e pelas retas
x=4ex=1.

21. Limitada pelareta y = —3x + 2, pelo eixo x e pelas retas
x= —-5Sex= —1.

22. Limitada pela reta y = 3x + 2, pelo eixo x e pelas retas
X=—dex= -k

23. Limitada pela curva y = 4 — x2, pelo eixo x e pelas retas
x=1lex =2,

24, Limitada pela curva y = (x + 3), pelo eixo x e pelas retas
x=-3ex=0.

25. Limitada pela curva y =
retas x = -3ex = 2.

26. Limitada pela curva y = 10 + x — x2, pelo eixo x e pelas
retas x = —2ex = 3.

27. Limitada pela curva y = x* — 4, pelo eixo x e pelas retas
xX= —-2ex= —1.

28. Limitada pela curva y = 6x + x2 — x?, pelo eixo x e pelas
retas x = —lex = 3.

12 — x — x?, pelo eixo x e pelas

R ——
Nos Exercicios de 29 a 32, dé o valor aproximado da integral
definida, usando uma calculadora para determinar, até quairo
casas decimais, a soma de Riemann correspondente, com uma
particdo regular de n subintervalos e £, como o extremo esquer-
do ou direito (conforme estiver indicado) de cada subintervalo.

1
29. [° = dx,n =29, £ é o extremo direito.
2 .\:2
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1
30. j: = dx, n = 10, £, é o extremo esquerdo.

i3 .
31. J'_“ﬂ sec x dx, n = §, £; é o extremo esquerdo.

3 » 3
32. _].im tg xdx, n =6, {; é o extremo direito.

n

33. Expresse como uma integral definida: lim E =
ne o

gestdo: considere a fung¢do f para a qual f(.z) = X%}
1
n+i’

34. Expresse como uma integral definida: lim Z (Su-

P!—o+¢"i=1

1
gestdo: considere a fun¢do fpara a qual f(x) = = em [l, 2].)
n

n
. i 1 definida: lim R
35. Expresse como uma integral defini a”j”"_g] 0+

; " 1
(Sugestdo: considere a fungéo f para a qual f(x) = = em

1, 2}.)

36. Seja [a, b] qualquer intervalo tal que a < 0 < b. Prove que
mesmo que a fun¢do escada unitdria (Exercicio 24 nos Exer-
cicios 2.3) seja descontinua em [a, b], ela sera integravel nesse

u b
intervalo e S u(x)dx = b.
a
37. Prove que a fungdo sinal é descontinua em [~1, 1] e mes-
mo assim € integravel nesse intervalo. Mostre também' que
Sl sgn x dx = 0.
-1

38. Prove que a fun¢do maior inteiro € descontinua em [0, %} e
mesmo assim € integrdvel nesse intervalo. Mostre tam-

. 2
bém que So [x] dx = .

5.6 PROPRIEDADES DA O cilculo de uma integral definida a partir da defini¢do, determinando real-
INTEGRAL DEFINIDA mente o limite de uma soma conforme fizemos na Sec¢@o 5.5, em geral é muito

5.6.1 TEOREMA

trabalhoso e, freqiientemente, impossivel. Para estabelecer um método mais sim-
ples, precisamos desenvolver antes algumas propriedades da integral definida.
Em primeiro lugar precisamos dos teoremas a seguir, sobre as somas de Riemann.

Se A for qualquer parti¢do do intervalo fechado [a, b], entdo

lim Ax=b—-a
umr-o-.-;; ‘

Prova

Ax—(b—a) =b—a~®—a)
=0

e

i=1

Logo, para todo ¢ > 0, qualquer escollia de § > 0 garante que

se [|All <é entdo <e€

¥ Ax—(b~a)
i=1
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5.6.2 TEOREMA
Yy
]
k we k
- % ‘.i‘}:. I}
AR
6) — PR A
FIGURA 1

5.6.3 TEOREMA

5.6.4 TEOREMA

Integragdo e a Integral Definida

Assim, pela Defini¢do 5.5.1.

lim 3 Ax=b—a .
Hali=0 i=1

Se f for definida no intervalo fechado [a, b], € se
fm 3 AE)AX

Hall=0i=1

existe, onde A é-qualquer particdo de [a, b], entdo se k for uma constante
qualquer,

lim E KfE) Ax = k llm i.f(é.-) Anx

HAall =0 i=1 All =0i=1

A demonstracio desse teorema serd deixada como exercicio (veja o Exercicio
43).

» ILUSTRACAO 1 Consulte a Figura 1. Se k¥ > 0, a integral definida Sb k dx

dard a medida da 4drea da regido sombreada, que é um retingulo cujas dimen-
sOes sdo k unidades e (b — @) unidades. Este fato é uma interpretagdo geomé-
trica do teorema a seguir, quando k£ > 0. |

Se k for qualquer constante, entdo

S:kdx=k(b—'a)

Prova Pela Defini¢do 5.5.2,
ff(x)dx_ lim Zf{f]ﬂx

|Al[=0 i=
Se f(x) = k para todo x em [a, b], temos dessa equacgdo
[Pkax=1im ¥ kax

HAll=0 i=1

=k lim Z Aix  (pelo Teorema 5.6.2)

lall=0i=1

=kb — a) {pelo Teorema 5.6.1) ]

EXEMPLO 1 Calcule

ff34dx

Solucéo Aplicamos o Teorema 5.6.3.
5
7, 4dx =45 (-3)]
= 4(8)
=32

Se a fungio f for integravel no intervalo fechado [a, b] e se k for uma constante
qualquer, entdo :

S" Kf@x) dx = k 5 " £ dx
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Prova Como f € integrdvel em [a, b], lim Z J(E) A,x existe; assim, pelo
&

||"0'-
lim Z kf(é)ax_k hm Zf(r:l)A‘x
ljal—0 i=

Logo,

[ ke dx = k [ £) dx |  om

~ Note a semelhanca entre o teorema a seguir e 0 Teorema 4 (2.2.4), relativo
ao limite da soma de duas fungdes. Note também a semelhanga entre as demons-
traces de ambos os teoremas.

Se as func;oes feg forem mtegravels em [a, b], entiof + g serd integravel em
[a, b] e

i@ + oy ax = [Lse.dx + [ o ax

Prova As fungdes f e g sdo integraveis em [a, b]; seja entdo
J;bf(x)dx = J;bg(x)dx =N

Para provar que f + ¢ € integravel em [a, b] e que S: [f(x) + g(x)] dx =

= M + N, precisamos mostrar que para todo ¢ > 0 existe um & > 0 tal que
para todas as partiges A e para todo §; em [x,_, x], se |A] < &, entdo

3. [/(6) + o) Aix — (M + N) < e
Como
M= tim ¥ f¢)Ax e N= lim zmmAx
all—0i=1 HA{I=0 i=

segue que para todo ¢ > 0 existe um §, > 0 e um §, > 0 tais que para todas
as particdes A e para qualquer £, em [x;_ |, x;] se |[A] < 6,e |A] < &,, entdo

Soe
2

immAm~ﬂ<f
i=1 2

Logo, se 8§ = min(8,, §,), entdo para qualquer ¢ > 0, para todas as parti¢des
A e para qualquer £, em [x; _,, x], se |A] < &,

2 ) Ax — M| +

€ €
— 4 —= I
<stz=e¢ (1)

3 ge) Ax—N

Pela desigualdade triangular, temos

mm»—)%;mewﬂ

(

1|M=

) Bx "immAa~N’ @

i=1
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Integracdo e a Integral Definida

Das desigualdades (1) e (2), temos

<e 3)

('il f(én) Ax + =il g(&) AEX) — (M + N)

Do Teorema 5.4.4,

3 () b+ 3 g A = 3 [+ 9(8)] Ax

Assim, substituindo essa igualdade em (3) podemos concluir que para todo
e > 0, para todas as parti¢des A e para qualquer &, em [x; _,, x)], se [A] < &
onde § = min(§,, &,), entdo

<e€

Zl [f() + 9(&)] Ax — (M + N)

Isso prova que f + g ¢ integravel em [a, b] e que
20700 + gl ax = [7 e dx + [ g(x) ax ]

O sinal mais (+) do enunciado do Teorema 5.6.5 pode ser substituido por
um sinal menos (—), como resultado da aplicagdo do Teorema 5.6.4, onde
k= —1.

O Teorema 5.6.5 pode ser estendido a qualquer numero de fungdes. Isto é,
se as fungdes f,, f3, ... , f, forem todas integrdveis em [a, b], entdo
(i £ f; £ ... & f) serd integravel em [a, b] e

[0 £ A0 £t @ dx = fiwar = 'fwar 2.2 '@ ax

EXEMPLO 2 = Use o resultado do Exemplo 1, Seccdo 5.5 ¢ o fato de que
5? x dx = 4 para calcular ET (3x2 — 5x + 2) dx.

Solugdo No Exemplo 1, Sec¢do 5.5, tinhamos o resultado
f: x2dx =2§
Das propriedades da integral definida,
3, 05 3,5 3 3
J'l (3x —5x+2)dx—£ 3x dx—fl Sxdx + [ 2dx
3 3
:3_[l dex—sfl xdx + 203 — 1)

= 368 — 54) + 4
=26—20+4
=10

P ILUSTRACAO 2 Uma interpretagio geométrica do Teorema 5.6.6, a seguir
¢ mostrada na Figura 2, onde f(x) > 0. Para todo x em [a, b], a medida da
drea da regido limitada pela curva y = f(x) e o eixo x de g até b é igual a soma
das medidas das dreas das regides de @ até ¢ e de c até b. |
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Se a fungdo f for mtegrével nos mtervalos fechados [a, B], [a, c] e [c, b}, entao.
[0 r0g ax = [ 10 dx + [0 re ax '

onde a < ¢ < b.

Prova Seja A uma particdo de [a, b]. Vamos formar a particdo A’ de [a, &]
como segue. Se ¢ for um dos pontos da parti¢do A (isto é, ¢ = x; para algum
1), entdo A’ serd igual a A. Se ¢ ndo for um dos pontos da particdo A, mas
estiver contido no subintervalo [x; _ ,, x;], entdo a particdo A’ terd como pon-
tos todos os pontos da partigio A e mais 0 ponto ¢. Logo, os subintervalos
da particdo A’ serdo os mesmos de A, com excecdo do subintervalo [x; _,, Xx;]
de A que fica dividido em [x; _ |, c] € [c, x].
Se |A’| for a norma de A’ e se |A| for a norma de A, entdo

1a7] < [A]

Se na particdo A’ o intervalo [a, c] for dividido em r subintervalos e o intervalo
[¢, B] for dividido em (n — r) subintervalos, entdo a parte da pamgao A’ de
a até ¢ dard uma soma de Riemann da forma

 J(&) Ax

||[v]-.

e a outra parte da particdo A’, de ¢ até b, da a soma de Riemann da forma

Y fE) Ax

i=r+1

Usando a defini¢do de integral definida e as propriedades da somatoria, temos

[? sty dx = tim zf(c}Ax

llall=0i=

= lim [z fE) A+ 3. 16 A;x]

= lim Ef{é)Ax+ lim i (&) Ax -
llali=0 i< |al[=0 i=7%1 _

Como 0 < [A’| < [A], podemos substituir [A| — 0 por |A’] — 0, dando -

f fdx= tm 3 f(é)Ax+ Jim S f(E) Ax

lla’ll=0 i=1 A||=0i=r+1

Aplicando a definicdo de integral definida ao segundo membro da expressao
acima, teremos

[ reax= [ s dx+ 7 1 ax »

O resultado do Teorema 5.6.6 é verdadeiro para qualquer ordenacio dos ni-
meros a, b e c¢. Isto serd enunciado como um outro teorema.
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Se f for integrdvel num intervalo fechado contendo os numeros a, b ¢ ¢, entdo

i" () dx = 5 () dx + 5" Fx) dx | 0)

ndo importando a ordem de @, b e ¢.

Prova Se a, b e ¢ forem distintos, existirdo seis maneiras possiveis de ordena-
ciodessesnumeros;a< b <c,a<c< b b<a<cb<c<ac<a<hb,
ec < b < a. A segunda ordem, ¢ < ¢ < b, é o Teorema 5.6.6. Vamos usi-lo
para provar que (4) é vdlida para outras ordenagées.

Suponha que @ < b < ¢; entdo, do Teorema 5.6.6, temos

7 1o dx + o dx = [ fx) ax (5)
Da Defini¢do 5.5.5,
Jy roax = — f* 16 ax

Substituindo-a em (5), obtemos

f f(x)dx — _[ * f(x) dx = J' f(x) dx

Assim,
J;bf{x)dx = j:f[x)d); 8 ff(x)dx

que € o resultado desejado.

As demonstragGes para as quatro outras ordenagdes s3o semelhantes e serdo
deixadas como exercicios (veja os Exercicios de 44 a 47).

H4 também a possibilidade de que dois dos trés nimeros sejam iguais; por
exemplo, @ = ¢ < b. Entao

[{ 16y ax = [ f(x) dx

=0 (pela Definigdo 5.5.6)

Também, como a = c,

f:’ f(x) dx = _L” 1(x) dx
Logo,

L‘f(x)dx+ff(x)dx=0+ff(x)dx

que € o resultado desejado. L]

> ILUSTRACAO3 Na Figura 3, f(x) > g(x) > O para todo x em [a, b]. A inte-
gral definida ‘(b f(x) dx da a medida da drea da regido limitada pela curva
¥y = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = ae x = b; 50 g(x) dx da a medida

da drea da regido limitada pela curva y = g(x), pelo eixo x e pelas retas x = g
e x = b.'Na figura, vemos que a primeira area é maior do que a segunda. Te-
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mos a interpretacdo geométrica do teorema a seguir, quando f(x) e g(x) sio ndo-
negativas em [a, b].

Se as fungdes f e g forem integraveis no intervalo fechado [a, 5] e se
f(x) 2 g(x) para todo x em [a, b], entdo -

[l 70 dx > " g0 ax

Prova Como f e g sdo integraveis em [a, b], ﬁ f(x) dx e r g{x) dx, ambas
existem. Logo,

J:: f(x) dx — J:, g(x)dx = ﬁ Sx) dx + Lb [ ~g(x)] dx (pelo Teorema 5.6.4)
= J: [/(x) —g(x)]dx  (pelo Teorema 5.6.5)

Seja h a fungdo definida por
h(x) = f(x) — g(x)
Entdo h(x) > 0 paratodo x em [a, b}, pois f(x) > g(x) para todo x em [a, b].
Queremos provar que r h(x) 2 0. Como
f "hx)dx = lim Y h(E)Ax
a llall—~0 i1

vamos supor que

lim Y A(¢)Ax=L<0 © (6)
HAll=0 i=1
Entdo, pela Definicdo 5.5.1, com ¢ = —L, existe um & > 0, tal que
se [[Al]j <, entdo |3 h(&)Ax — L' < —L )]
i=1

Mas como
Y hE) Ax — Lg I Z} h(&;) Ax — L,
i=1 i=

de (7), temos que

se ||A|| <4, entdo Y A(E)Ax—L< —L
=1

<« se [|A]| <4, entdo Y h(E)Ax <0
i=1
Mas essa afirmativa é impossivel, pois #(&;) € sempre ndo-negativo e A;x > 0;
assim, temos uma contradi¢do & nossa hip6tese (6). Assim sendo, (6) é falsa e
n

lim Z () Ax >0

Nall-0 i=1

[ h >0
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Como h(x) = f(x) — g(x), segue que
[’ /=) - 9] dx > 0
[P royax = [ gtxyax >0
[ 10 ax> [} g x "

» ILUSTRACAO 4 Na Figura 4, f(x) > 0 para todo x em [a, b], m e M sio,
respectivamente, os valores minimo e maximo absolutos de fem [a, b]. A integral

Sb Jf(x) dx d4 a medida da 4rea da regido limitada pela curva y = f(x), pelo

eixo x e pelas retas x = a ¢ x = b. Essa drea é maior do que a do retdngulo,
cujas dimensdes sdo m e (b — a) e menor do que a do retangulo cujas dimen-
sdes sdo Me (b — a). Assim, temos a interpretagio geométrica do préoximo teo-
rema se f(x) = 0 para todo x em [a, b]. |

Vamos supor que a fun¢do f seja continua no intervalo fechado [a, b]. Se m
e M forem, respectivamente, os valores minimo e méaximo absolutos de f em
[a, b}, ou seja

m< fx) < M parraa < x < b
entao,

mb ~ a) < Ef(x)dx & ‘M[b s 1)

Prova Como f ¢ continua em {[a, b], o teorema do valor extremo garante a exis-
téncia de m e de M.
Pelo Teorema 5.6.3,

P max =mp - a) )

fde=M(b—a) ©)

Como f € continua em [a, b], segue do Teorema 5.5.3 que f ¢ integrdvel em
[a, b). Entdo, como f(x) = m para todo x em [a, b], temos do Teorema 5.6.8

(P feyax> ["max

e de (8), segue que

{7 f) dx > mib — a) (10)

Da mesma forma, como M > f(x) para todo x em [a, ], segue do Teorema
5.6.8 que

J;b Mdx > J;bf(x} dx




